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1I-3. 
1. INTRODUZIONE 


Diremo che un aperto limitato semplicemente connesso ‘9 del piano ha 


la proprietà di Pompeiu se 


fec(ri) , las ce: >f=0, 
o(9) 


dove x è l'insieme dei movimenti rigidi del piano. Il problema di Pompeiu (posto 
dal matematico rumeno D. Pompeiu nel '29) consiste nel caratterizzare i domini 
del piano che hanno la proprietà di Pompeiu. Nel ‘29 lo stesso Pompeiu [8] die- 
de una prova errata secondo cui il cerchio ha la proprietà di Pompeiu. 

L'errore fu messo in evidenza solo nel 1944 dal bulgaro CHAKALOV [5]. 
Sia infatti 
+ , & ri) 


P. > 2| 2 
23 {x = (x3%,) € R x 


e indichiamo con t la traslazione 
lo) 


Xx PX FX 
(o) 
Abbiamo allora 


; _£Rr. 
J sin(ax )dx dx, via sin(axg;) J, (ar) 


dove J) è la funzione di Bessel del primo ordine. Chiaramente, se scegliamo a in 


modo tale che ar sia uno zero di Ji» otteniamo 


2 
i x, dx, = 0 Yx ER. 
J G n(ax,)d 1% % 
T (9) 
x 
Do) 
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Il cerchio è invariante per rotazioni e dunque 


I sin(ax,)dx, dx, =0° Woez; 
o(2) 


perciò il cerchio non ha la proprietà di Pompeiu. La congettura è che (a meno di 
insiemi di misura nulla) il cerchio sia l'unico dominio del piano che non ha la 
proprietà di Pompeiu. Fino ai primi anni '70 i progressi sul problema di Pompeiu 
furono quasi insignificanti. Segnaliamo un lavoro del bulgaro CHRISTOV [6], che 
nel 1948 con metodi del tutto elementari, ma molto ingegnosi provò che i quadra 
ti hanno la proprietà di Pompeiu. 
Nel 1973, tre americani, BROWN, SCHREIBER e TAYLOR [3], riprendendo 

delle idee contenute in un lavoro di ZALCHMAN [13] del '72 provarono il seguen- 


te risultato. 


(BST) Sia 9 un aperto limitato semplicemente connesso del piano, il 
cui bordo 99 sia una curva chiusa rettificabile. Allora 9 ha la proprietà di 
Pompeiu se e solo se la trasformata di Fouriere ls dalla funzione caratteristi 
ca di 99 non si annulla identicamente su alcun cerchio di c° (cioè su ‘insiemi 
del tipo M_ = {x = (c,3t7)€ big è 03 = #0). 

Applichiamo (BST) al cerchio. Abbiamo 


È. è 

n (eye; + 32) 
Kg (0)=(c,tiz,)2mr > E 
tt 


e quindi 


_ J,(r Va) 
Calia © 15, tte 


e se r o è uno zero di 3] segue 


Xojm_ 7 
(07 
Applichiamo (BST) all'ellisse. Sia quindi 
_ 2.2 2.2 
Q = {(x, 3%) | x/a +xo/b < 1}. 


Abbiamo allora 


> 1 
Xag(t) = (£+ic,)212b 37m 
aztbu 


e si vede che tes non può essere identicamente nullo su alcun Mi, + Dunque, l'el- 
lisse ha la proprietà di Pompeiu. In [3], usando [BST] viene itovaita che ogni 
convesso del piano con almeno un angolo ha la proprietà di Pompeiu. In partico- 
lare i poligoni convessi hanno 1a proprietà di Pompeiu (e quindi anche i quadra 
ti, come provato da CHRISTOV). Stranamente, quindi, se la frontiera è "liscia" 
il problema di Pompeiu appare più duro. A gettare nuova luce sul problema giun 
se nel '76 un risultato di S. WILLIAMS [9], che evidenziò un profondo legame 
fra il problema di Pompeiu e la congettura di SCHIFFER. 

Sia 2 un aperto limitato semplicemente connesso del piano con fron- 


tiera cl. Sia u una soluzione non banale del problema 


us Au in 2, 290 
(1.1) 
U 39 = cost. su/8v sn = 0 
Allora 2 è un cerchio. 
In [9] viene provato che esiste almeno una soluzione non banale di 
(1.1) se e solo se 9 non ha la proprietà di Pompeiu. 
Supponiamo che 9 sia un dominio con bordo Lipschitz che non ha la 


1I-6. 


proprietà di Pompeiu. Esiste allora u # 0, soluzione di (1.1). 

Ne] 1981, ancora WILLIAMS [10], utilizzando un risultato di CAFFAREL 
LI [4], provò che se 392 è Lipschitz ed esiste u#0, soluzione di (1.1), necessa- 
riamente 99 è analitico. Di conseguenza i domini lipschitziani che non hanno la 
proprietà di Pompeiu, vanno cercati fra i domini analitici. 

Se 9 è un cerchio, allora esistono infinite coppie (u,)) soluzioni 
di (1.1). Viceversa, nel 1980, BERENSTEIN [1] ha dimostrato che se esistono in 
finite soluzioni di (1.1), necessariamente 2 è un cerchio. L'idea di Berenstein 
consiste nell'utilizzare (BST) e ottenere uno sviluppo asintotico di Role) con 
t = r(così, sino) + it(-sine, cose) con |t|+e, |t|logr + 0 quando |t|++e. Infat 
ti, per il risultato di Williams [9] e (BST), se esistono infinite soluzioni di 


(1.1), esistono infiniti a;7 + è tali che 


% e 
sa E 0 su 5; Mo; 


2 
Se prendiamo le coppie (t,r) intersezioni fra la curva tsel e le 


curve t > a + #, otteniamo il legame suddetto fra t e r. 


Con t e r così legati Berenstein prova che 


n cz 
ca ita E dae tn 
r 1 K. 3 
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dove x; 92 è tale che la normale a 99 in x; è parallela a (coso, sine), k; è 


-glÎn/4 sgnki 
j j 


Di 


la curvatura su xi 9; = 1 il versore complesso tangente a 


9a inx.. 
J 
In particolare, se 9 è un convesso, fissata la direzione (cose, sing) 


esistono due punti xo x, in cui la normale a 29 è parallela a (cose, sine) 


In [1] è contenuta la prova che se ti, è nulla sulle coppie (r,t) e- 
videnziate nella figura, allora 9 è un cerchio. 

L'importanza della (1.2) sta nel fatto che viene stabilito un legame 
fra la geometria del bordo di 39 e Ro° 

Se noi permettiamo a x di variare su una fissata varietà Ma, un lega- 
me fra la geometria di 99 e ka non è noto. 

Ricordiamo infine che nel 1982 BROWN e KAHANE [2] hanno provato la 
proprietà di Pompeiu per quei domini 9 con 


(123) min diam 2 <s = max diam 9 


mio 


Se a è convesso la (1.3) significa che 9 non può essere "troppo simile" a un 
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cerchio. 

Nel lavoro [11] in collaborazione con N. Garofalo si considerano su- 
perfici di ci del tipo V= {(x(2), x3(2))|z € C} dove x (2) e x, (2) sono anali 
tiche, periodiche di periodo 27 e (%, (2), x,(2)) # 0 YZzEC. Si assume che vaRÈ 
sia bordo di un dominio 2 del piano. Posto $(z) = x (2) + ix(z), hanno grande 
importanza i punti zo tali che 9'(2)70. Se esiste una curva y contenuta in 
Reg(z) = Reg(z,)» di classe cl, per qualche punto critico zo? di estremi 0 e 27, 
allora 9 ha la proprietà di Pompeiu. In [11] viene chiarito il significato geo- 
metrico degli eventuali punti critici di $ e della condizione Reg(z)2Reg(z,). 

Ad esempio sia V = {(cosz, sinz)}; abbiamo $(z) = cosz + isinz = e e dunque 
non vi sono punti critici. VE RÉ è un cerchio. 

Sia ora V = {(acosz, bsinz)|z € C} con 0<a<b. VaR? è una ellisse, 
$(z) = acosz + i bsinz #'(z) = 0 ha due soluzioni z,: 2, (a meno della perio- 


dicità) e Reg(z,) = Reg(z,). La regione Reg(z) = Reg(2,) è come nella figura 


Quindi esiste una curva y con le proprietà richieste e viene provato un modo di 


verso da [3] che le ellissi hanno la proprietà di Pompeiu. 


II-9. 
2. UNA CLASSE DI DOMINI CON LA PROPRIETA' DI POMPEIU 
—_ i tc INVENICIA VI FUMPEIU 


Consideriamo ora un dominio (limitato) del piano il cui bordo sia da 


to in coordinate polari da una equazione del tipo 
(2.1) p(s) = a coss+b 


con bza > 0. La curva descritta da (2.1) è detta concoide, oppure lumaca di Pa- 
scal. Al variare di a e b la concoiîde si presenta secondo i casi illustrati nel 
la figura 


O 2 IO 


Escludiamo dalle nostre considerazioni il caso A in cui la concoide 


ha un punto doppio, poiché richiediamo che 99 sia una curva semplice chiusa. Ne: 


caso B, localmente vicino a xo? la concoide è il grafico della funzione 


leda 


y> |y s che non è lipschitz, nel caso C, 9 non è un convesso e nel caso D 


min diam 9 > 2 max diam 2. 


La fase $, associata al dominio 9 è data da 
6(z) = (acosz + b)e'!7 = 


a 
2 


L'equazione 4'(z) = 0 diventa così 


da cui z 37 + i log a/b 
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Sfortunatamente, la regione Reg(z) = Reg(z_) si presenta come nella 


figura 


e quindi non è possibile trovare una curva y con i requisiti utili per applica- 


re il risultato stabilito in [11]. 

a a 
2 2 
che (a meno di una traslazione) la concoide è parametrizzata da s>(x, (5), x,(5)). 


Poniamo x (5) = 7 cos 2s + b cos s, x5(5) = 3 sin2s + b sins. Segue 


Ora abbiamo 


3 ON <K,t> x 
Xgli3) = i e (dx, + idx,) 
39 
2r (rx + itx) 2r ro(s) + i(t-r)x,(5), 
= il e (k, + ik,)ds - { e (s)ds 
0 (o 


dove abbiamo scelto s = (r.it) e p(s) = x (5) + ix,(5) = 3 Mal + be. Ino1- 
(04 


tre richiediamo 4 = sn e quindi t-r = 3 + 04), r+to, Quindi, da (2.2) se 
r 
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gue 


or POS) + ar *2(5) i 
(2.3) %. (ie) -f e i - (1+ 005 (ds 


(©) 


Teniamo ora conto della periodicità delle funzioni in gioco. Se T_ è 


la curva s +» s + iy, con y fissato e s [0,21], per il teorema di Cauchy si ha 


che 


J (rxjtitx,) 
Ty e (kj + ix )ds 


non dipende da y. 


c@d— «ce 
—b 


In particolare noi scegliamo y = È logr. Si trae 


; È a 2it iz 
rp + Tetti, = {r 7° + rbe 
aa 2iz a -2iz iz iz È 
+ n "7 + be be Î} ty 
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In definitiva si ottiene 


R (ic) = | ePkdx + i'dx_) 
99 LI 1 2 


T P; 
n pre/8 (* el1/3 0(s) (14 0(r"2/3))e!S4s 
() 


dove 


als) » ba!" _ sa e lis 


Il punto cruciale è che mentre alla fase $ non si applica il metodo dello "steep- 
est descent", questo si applica alla fase o! 

In effetti complessifichiamo e consideriamo la fase z + he'* 
ar e 2Îz 
8 


+. Un punto critico è 


_ __a0y1/3 
27 Go) 


e la regione Reg(z) < Reg(z,) si presenta come nella figura e dunque si trova il 


cammino y con le dovute proprietà 
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Ne consegue che il dominio 9 che ha per bordo la concoide ha la pro- 
prietà di Pompeiu (1). Nel lavoro [12], in realtà viene affrontato un problema 
più complesso. Si prova che hanno la proprietà di Pompeiu, quei domini del pia- 


no con bordo curve semplici chiuse del tipo 


(2.4) Ss + (x,(5), x,(5)) = 
n n 
= (2 apposie + b,sinks, 2 igralla + bj sinks), 


ossia con x 8%, polinomi trigonometrici (apo DLE R) (2). 
Anche in questo caso più generale, un'applicazione diretta dello 
"steepest descent" non funziona, poiché la fase $ non ammette cammini "buoni". 


Tuttavia, integrando sul cammino s + s + i nio log r, la trasformata 


di Fourier x glic) assume la forma 


nba -r n [9(s)+r Teo, v(s,r)] 


N+2 x 2 
(2.5) -ir Xglit) ‘J e k(s,r)ds 


dove 6(s) = a 8, e '"Z con Bn che dipende dai coefficienti an? br an b 


in (2.4). Inoltre y(s,r) si controlla uniformemente con una costante per r+e. A 

questa nuova fase ® si applica lo "steepest descent", ma a differenza di quanto 

avviene nel caso di polinomi di secondo grado (concoide), nell'integrale (2.5), 
Re 

la fase globale è perturbata da ali Y. 


Buona parte del lavoro [12], consiste nel provare che questa pertur- 


(1) Quindi in ciascuno dei casi B,C,D. Notiamo che il caso D non rientra fra 
quelli di BROWN-RAHANE. 
(2) Ovviamente escluso il caso del cerchio. 
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bazione non influisce sulla possibilità di applicare lo "steepest descent" a 


2 2 
45 Y N49 Y 
- N+ -N+ 
o+r Rie . In effetti, per r grande, r se "muove" di poco. i punti critici 
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